El teorema
dice asi:

Sea ABC un
triangulo
arbitrario.
Trazamos las
trisectrices de
cada uno de
los &ngulos A,
B, C. Las
trisectrices de
ByC
préximas al
lado a se
cortan en un
punto My
analogamente se determinan N y P Entonces el triangulo MNP es siempre
equilatero.

DEMOSTRACION

Teorema de Morley

EEAplicando el terema del seno al triangulo BXA resulta

AX t
. \ wop -~ maptp)
S e Teniendo en cuenta la interpretacién geométrica de dicho teorema
_.-f S S en el triangulo BCA
<8 R R
c sen(3y]
A siendo r el radio de la cincunferencia ciscunscrita a dicho
E':?\ triangulo.
% Como, ademas 3o + 3B + 3y = 180° resulta
e/ 5 o+ B +y=60°
. -ﬁ: '\ Despejando en (#1) y tendiendo lo anterior en cuenta
Fl ’1‘ -\h““'
ﬁ,f‘" e *?;:t
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AX = 2rsen(3y)senp _

z:mp[m—m3y] &mﬂmr(ﬂ—‘lmzy]
- aen [60°—y) - sen (50°—y) -

g e 3]

T—ﬂﬂ

1
4—55“ Eﬂn"’)
_ Bresn PesnYfean 60% cony)igon 50°—cony) _

sen [60°—)
hnﬂcur—!un[?ﬂ"-l-; -[:auﬂ-;] h[ﬂﬂ“—;]:u[m;
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A Es decir
i - AX =8rsen(p) sen(y) sen (60° +vy)  (#2)
Y
c ' -, Anélogamente
'. v ‘l{\
fi}m‘_ “ AY = 8r sen(B) sen(y) sen (60° + B)  (#3)
r:ﬁ_ﬂ,f" '“*‘*---:gﬁ Por otro lado, aplicando el teorema del coseno al triangulo XYA
T - "'--.-_rqm
e " < XY 2= AX2 + AY?-2 AX AY cos(a)
y sustituyendo (#2) y (#3) tendremos
Xy2- E‘Irzmzﬁ- mzymziﬁﬁ’-lfhﬂrzm 2Ilm:uz'gl':vmz(61.'!"-I-|.’v]—
—128r%sen 2P sen 29300 (60°+y) 3cn (60°HP) cosz =
= 64r2sen 28 sen 2y [ sen 2{E0%0p)-sen 2(E004B) -
—25en{60°+y)sen(60°Peosa | =
—Hrzsmzmzﬂsmzr
por tanto
XY = 8rsen(A) sen(B) sen (y)
y por simetria

XY=YZ=XZ cqd.
)

T

#2Puede calcularse el corchete de la Gltima expresion mediante el siguiente cambio de variable

60°+B=x;60°+y=y,a=2
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Comoa +p+y=60°resultax +y+z=180°de donde z=180°- (x +y) y
cos(a) = cos (z) = cos [180° - (x +y)] =cos (X +Y)

Entonces, el contenido del corchete es igual a
sen?(x) + sen?(y) + 2 sen(x) sen(y) cos(x + y) =
= sen?(x) + sen?(y) + 2 sen(x) sen(y) (cos(x) cos(y) - sen(x) sen(y) =

=sen?(x) (1 - sen?(y)) + sen?y (1 - sen*(x)) + 2 sen(x) sen(y) cos(x) cos(y) =
= (sen(x) cos(y) + cos(x) sen(y))?=sen?(x +y) = sen®z = sen? (o)
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Teorema de Napoledn (1.769-1.821)

Napoleon Bonaparte, ademas de ser uno de los militares mas famosos de
la historia, fue muy aficionado a las matematicas, especialmente a la
geometria. Se cuenta que se enzarz6 en una discusion sobre matematicas
nada menos que con Lagrange y Laplace, dos de los mejores matematicos
de todos los tiempos y que éste ultimo le dijo: "Lo ultimo que esperamos

de usted, General, es una leccion de geometria™

El teoerma que lleva su nombre aunque se le atribuye a Napole6n, parece

dudoso que lo enunciara y demostrara por su cuenta. Dice asi:

Sobre los lados de un tridngulo cualquiera construimos tres
triangulos equilateros exteriores de forma que uno de los lados de cada
triangulo exterior coincide con el correspondiente lado del triAngulo dado.
Pues bien los centros de tales tres tridngulos forman un triangulo

equilatero MNP.
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DEMOSTRACION:

1. Se considera un triangulo ABC, sobre cuyos lados se han construido
tres triangulos ABT, BCS y CAR de forma que los &ngulos R, Ty S
sumen 180°. Entonces las tres circunferencias circunscritas a los tres
tridngulos (ABT, BCS y CAR) se cortan en un punto (F).

Si consideramos las circunferencias circunscritas a los triangulos ABT y
BCS observamos que se cortan en B y en otro punto F. (Si s6lo se cortaran
en B, resultaria que A, B y C estarian alineados). Se cumple (por ser ABFT
un cuadrilatero inscrito en una circunferencia) <ABF=180° - <T. Por
idéntico motivo: <BFC= 180° - <S. Resulta asi:

<AFC = 360° - (<ABF +< BFC) = 360° - (180° - <T + 180° - <S) =<T +
<S =180° - <R. Por tanto A, F, C y R estan sobre una misma
circunferencia y F es el punto de interseccion de las tres circunferencias
circunscritas.

2. Se considera un triangulo ABC, sobre cuyos lados se han construido
tres triangulos ABT, BCS y CAR de forma que los angulos R, Ty S
sumen 180°. Entonces el triangulo (0,;0,03) formado por los
circuncentros de los tres triangulos cumple: <O;=<R, <0,=<Sy
<03=<T.
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030, y O30; son perpendiculares a los ejes radicales FB y AF . Por ello el
cuadrilatero PFQO;3 es inscriptible en una circunferencia (los angulos en P
y en Q suman 180°) y deducimos que Os= 180° - <AFB. Por otra parte
(fijarse en el cuadrilatero TAFB inscrito en una circunferencia) sabemos
gue <T = 180° - <AFB. Comparando las dos ultimas igualdades queda
claro que <03 = <T.

3. Si sobre los lados de un triangulo construimos triangulos equilateros
exteriores, resulta que el triangulo formado por sus centros también es
equilatero (triangulo de Napoledn exterior).

Es consecuencia del apartado anterior (2.)

4. Si sobre los lados de un triangulo construimos tridngulos equilateros
interiores, resulta que el triangulo formado por sus centros también es
equilatero (tridngulo de Napole6n interior).

Ver conclusiénes del apartado siguiente (5.)

5. El &rea de un triangulo es igual a la diferencia de las areas de sus
triangulos de Napoleon.
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Consideremos el tridngulo O;CO;. Los lados =0;C y O,C miden,
respectivamente, b/ ‘E y

a/ ‘/§ (son los radios de las circunferencias circunscritas a tridngulos
equilateros de radios b y c, respectivamente). El &ngulo <O,CO, mide:
30°+<C+30°, es decir <C+60°. Aplicando el teorema del coseno tenemos:
(0:0,)%= (a*+b?)/3 - 2/3ab-cos(C+60°).

Concentrémonos ahora en el triangulo P,CP,, donde P; y P, son centros de
dos de los triangulos de Napoleon internos y no olvidemos que dichos
puntos se pueden obtener a partir de O; y O, aplicando una simetria axial
respecto a los lados CA yCB, respectivamente. Por ello CP;= CO; =

b/ ‘E y CP, =CO; =4/ ‘E . El angulo P1,CP, mide C-60°. Aplicando el
teorema del coseno tenemos: (P:P,)* = (a®+b?)/3 - 2/3ab-cos(C-60°).
Restando las dos igualdades:

(010,)? - (P1P,)*=2/3ab[cos(C-60°) - cos(C+60°)] =
4/3ab[sen(C)sen(60°)]=

2 ‘E /3ab-sen(C)=2/ ‘E ab-sen(C) = 4/ ‘E area(ABC).

Del resultado anterior se deduce inmediatamente que el tridangulo interior
de Napoleon también es equilatero ( el area(ABC) es constante y los
lados O;0j son iguales).

Ademas: V3 14(0,0,)? - V3 /4(P1P,)? = 4rea (ABC) es precisamente:
érea(010203) - érea(PngPg) = érea(ABC).
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